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Introducción Cinemática Inversa
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Consideraciones Cinemática Inversa
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Método de Solución

• Soluciones Cerradas, Son métodos analíticos que proporcionan 
una solución explícita para las ecuaciones cinemáticas de un 
manipulador.
• Algebraica

• Geométrica

• Soluciones Numéricas, Consisten en métodos iterativos que 
buscan resolver las ecuaciones cinemáticas de manera 
aproximada.
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Método de Solución

• “Todos los sistemas que usen revolutas y prismáticos 
teniendo un total de 6 DoF en una sola cadena tiene 
Solución”*Aplican términos y condiciones

• Solo aplica para soluciones numéricas

• O que al menos 3 ejes se intersequen en un punto.
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Introducción Cinemática Inversa

Cinemática Inversa7

𝐻 =
𝑅 𝑃
0 1

∈ 𝑆𝐸(3)



Introducción Ecuaciones
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Repaso trigonometria
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Solución analítica/geométrica
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Solución analítica/geométrica
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Ejercicio 1
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Solución Ejercicio 1
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Ejercicio 2
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Ejercicio 3
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Solución Algebraica
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𝑊
𝐵𝑇 = 3

0𝑇 =

𝐶123 −𝑆123 0 𝑙1𝑐1 + 𝑙1𝑐12
𝑆123 𝐶123 0 𝑙1𝑠1 + 𝑙1𝑠12
0.0 0.0 1.0 0.0
0 0 0 1

3
0𝑇 =

𝐶𝜙 −𝑆𝜙 0 𝑥

𝑆𝜙 𝐶𝜙 0 𝑦

0.0 0.0 1.0 0.0
0 0 0 1

𝐶𝜙 = 𝐶123
𝑆𝜙 = 𝑆123

𝑥 = 𝑙1𝑐1 + 𝑙1𝑐12
y = 𝑙1𝑠1 + 𝑙1𝑠12



Solución Algebraica
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𝐶𝜙 = 𝐶123
𝑆𝜙 = 𝑆123

𝑥 = 𝑙1𝑐1 + 𝑙1𝑐12
y = 𝑙1𝑠1 + 𝑙1𝑠12

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙1
2 + 𝑙2

2 + 2𝑙1𝑙2𝑐2*

*Ley de Cosenos

**Id. Pitagoras

𝒄𝟐 =
𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝒍𝟏

𝟐 − 𝒍𝟐
𝟐

𝟐𝒍𝟏𝒍𝟐

El Resultado debe ser entre 1 y -1

Si no, no esta en espacio de 
trabajo 

𝑠2
2 + 𝑐2

2 = 1** 𝑠2 = ± 1 − 𝑐2
2

𝜽𝟐 = 𝑨𝒕𝒂𝒏𝟐(𝒔𝟐, 𝒄𝟐)



Solución Algebraica
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𝐶𝜙 = 𝐶123
𝑆𝜙 = 𝑆123

𝑥 = 𝑙1𝑐1 + 𝑙1𝑐12
y = 𝑙1𝑠1 + 𝑙1𝑠12

*Ley de Cosenos

**Suma de Ángulos

𝑐12 = 𝑐1𝑐2 − 𝑠1𝑠2
𝑠12 = 𝑐1𝑠2 − 𝑠1𝑐2**



Métodos numericos

• Se basan en resolver iterativamente el problema 𝑓 𝜃 = 𝑥𝑑

• Se utilizan cuando no hay solución analítica o el problema es 
demasiado complejo.
• Método de Newton-Raphson

• Método de Gauss-Newton

• Método de Levenberg-Marquardt
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Jacobiana

La matriz Jacobiana es una matriz que describe cómo cambian las 
salidas de un sistema con respecto a sus entradas.

En el contexto de cinemática inversa, la Jacobiana nos dice cómo 
cambia la posición del efector final (x,y,z) cuando se modifican los 
ángulos articulares (θ1,θ2,...,θn).
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𝐽 =
∂f

∂𝜃
=

∂x

∂𝜃1

∂x

∂𝜃2
…

∂x

∂𝜃𝑛
∂y

∂𝜃1

∂x

∂𝜃2
…

∂x

∂𝜃𝑛
∂z

∂𝜃1

∂x

∂𝜃2
…

∂x

∂𝜃𝑛



Jacobiana Ejemplo Brazo de 2 Grados de 
Libertad

Supongamos que tenemos un brazo robótico con dos articulaciones 
(θ1,θ2) y dos eslabones (l1,l2). La posición del efector final en 
coordenadas cartesianas es:
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𝑥 = 𝑙1 cos 𝜃1 + 𝑙2 cos(𝜃1 + 𝜃2)

𝑦 = 𝑙1 sin 𝜃1 + 𝑙2 sin(𝜃1 + 𝜃2)

𝜕𝑥

𝜕𝜃1
=

𝜕

𝜕𝜃1
(𝑙1 cos 𝜃1 + 𝑙1 cos(𝜃1 + 𝜃2))

𝜕𝑥

𝜕𝜃1
= −𝑙1 sin 𝜃1 − 𝑙2 sin(𝜃1 + 𝜃2))

𝜕𝑥

𝜕𝜃2
=

𝜕

𝜕𝜃2
(𝑙1 cos 𝜃1 + 𝑙1 cos(𝜃1 + 𝜃2))

𝜕𝑥

𝜕𝜃2
= −𝑙2 sin(𝜃1 + 𝜃2))

𝐽 =
−𝑙1 sin𝜃1 − 𝑙2 sin 𝜃1 + 𝜃2 −𝑙2 sin(𝜃1 + 𝜃2)

𝑙1 cos 𝜃1 − 𝑙2 cos 𝜃1 + 𝜃2 𝑙2 cos(𝜃1 + 𝜃2)



Método de Newton-Raphson

• Empieza con una estimación inicial de los ángulos articulares 𝜃0  

• Calcula la posición actual del efector final usando la cinemática 
directa 𝑥𝑎𝑐𝑡𝑢𝑎𝑙 = 𝑓 𝜃𝑘

• Calcula cuánto error hay entre la posición actual y la deseada: 
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 = 𝑥𝑑𝑒𝑠𝑒𝑎𝑑𝑜 − 𝑥𝑎𝑐𝑡𝑢𝑎𝑙

• Calcula la matriz Jacobiana 𝐽, que nos dice cómo cambia la posición 
con respecto a los ángulos.

• Calcula la corrección necesaria para los ángulos: ∆θ = 𝐽−1 ∙ 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟

• Actualiza los valores de los ángulos: 𝜃𝑘+1 = 𝜃𝑘 + ∆θ

• Repite desde el paso 2 hasta que el error sea muy pequeño.
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Método de Gauss-Newton

• Empieza con una estimación inicial de los ángulos articulares 𝜃0  

• Calcula la posición actual del efector final usando la cinemática 
directa 𝑥𝑎𝑐𝑡𝑢𝑎𝑙 = 𝑓 𝜃𝑘

• Calcula cuánto error hay entre la posición actual y la deseada: 
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 = 𝑥𝑑𝑒𝑠𝑒𝑎𝑑𝑜 − 𝑥𝑎𝑐𝑡𝑢𝑎𝑙

• Calcula la matriz Jacobiana 𝐽

• En lugar de invertir J (como en Newton-Raphson), usa una fórmula 
más estable: : ∆θ = (𝐽𝑇𝐽)−1𝐽𝑇 ∙ 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟

• Actualiza los valores de los ángulos: 𝜃𝑘+1 = 𝜃𝑘 + ∆θ

• Repite desde el paso 2 hasta que el error sea muy pequeño.
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Método de Levenberg-Marquardt

• Empieza con una estimación inicial de los ángulos articulares 𝜃0  

• Calcula la posición actual del efector final usando la cinemática 
directa 𝑥𝑎𝑐𝑡𝑢𝑎𝑙 = 𝑓 𝜃𝑘

• Calcula cuánto error hay entre la posición actual y la deseada: 
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 = 𝑥𝑑𝑒𝑠𝑒𝑎𝑑𝑜 − 𝑥𝑎𝑐𝑡𝑢𝑎𝑙

• Calcula la matriz Jacobiana 𝐽

• Usa una combinación entre Gauss-Newton y descenso de 
gradiente con un factor de ajuste (λ) : ∆θ = (𝐽𝑇𝐽 + λ𝐼)−1𝐽𝑇 ∙ 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟

• Actualiza los valores de los ángulos: 𝜃𝑘+1 = 𝜃𝑘 + ∆θ

• Repite desde el paso 2 hasta que el error sea muy pequeño.
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Comparación de métodos

Criterio Newton-Raphson Gauss-Newton Levenberg-Marquardt

Concepto General
Usa la inversa de la Jacobiana para 
ajustar los ángulos rápidamente.

Minimiza el error cuadrático sin 
invertir directamente la Jacobiana.

Mezcla Gauss-Newton con descenso 
de gradiente para mayor estabilidad.

Fórmula Clave 𝜃𝑘+1 = 𝜃𝑘 + 𝐽−1 𝑥𝑑 − 𝑓(𝜃𝑘) 𝜃𝑘+1 = 𝜃𝑘(𝐽
𝑇𝐽)−1𝐽𝑇 𝑥𝑑 − 𝑓(𝜃𝑘) 𝜃𝑘+1 = 𝜃𝑘(𝐽

𝑇𝐽 + 𝜆𝐼)−1𝐽𝑇 𝑥𝑑 − 𝑓(𝜃𝑘)

Velocidad de Convergencia
Rápida si la estimación inicial es 
buena.

Buena, pero depende de 𝐽𝑇𝐽 Moderada, pero más estable.

Robustez ante Singularidades
Mala, se vuelve inestable si J es 
singular.

Regular, puede fallar si 𝐽𝑇𝐽 es mal 
condicionado.

Buena, gracias al parámetro λ

Computación Requerida Alta, requiere calcular 𝐽−1. Media, usa (𝐽𝑇𝐽)−1. Media-alta, ajusta λ dinámicamente

Adecuado para
Sistemas bien condicionados y con 
buena estimación inicial.

Problemas sobredeterminados con 
bajo ruido.

Problemas mal condicionados o con 
singularidades.

Desventajas
No siempre converge, sensible a la 
estimación inicial.

Puede no converger si  𝐽𝑇𝐽  está cerca 
de singular.

Más lento debido a la adaptación de λ.
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